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Resumen de la Tesis presentada a la UNMSM, Facultad de Ciencias Matema´ticas
como parte de los requisitos para obtener el titulo profesional de Licenciada en
Matema´tica
MODELAJE ESTOCA´STICO DE MEDIOS POROELA´STICOS
HETEROGE´NEOS
Rosa Luz Medina Aguilar
Junio , 2014
Orientador: Dr. Eugenio Cabanillas Lapa
1. Medios porosos heteroge´nos 2. Modelaje estoca´stica 3. Me´todo de
Montecarlo
Estudiamos la proximidad de dos modelos poroela´sticos lineales aplicados a medios
porosos altamente heteroge´neos sujetos a las incertezas en la conductividad hi-
dra´ulica y en las constantes ela´sticas. Los modelos poroela´sticos completamente
y de´bilmente acoplados estudiados surgen caracterizados por el grado de la inten-
sidad de acoplamiento entre la hidrodina´mica que gobierna el recorrido del fluido
y la poromeca´nica que rige las deformaciones de la matriz porosa. Simulaciones
computacionales del processo de extraccio´n primaria de petro´leo son realizadas uti-
lizando te´cnicas de Monte Carlo en conjuncio´n con el me´todo de elementos finitos.
Resultados nume´ricos obtenidos muestran pe´rdida de una buena aproximacio´n del
modelo de´bilmente acoplado cuando hay presencia de variabilidad en las constantes
ela´sticas.
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Abstract of Thesis presented to UNMSM.
MODELLING STHOCASTIC OF HETEROGENEOUS
POROELASTIC MEDIA
Rosa Luz Medina Aguilar
June, 2014
Advisor: Dr. Eugenio Cabanillas Lapa
1. Heterogeneus porous media 2. Modelling sthocastic 3. Montecarlo
method
We study the acuracy of two linear poroelastic models applied to highly hetero-
geneous porous media subject to uncertainties in the permeability and the elastic
constants. The poroelastic models completely and weakly coupled analized arise
characterized by the degree of intensity coupling between the hydrodinamics, gover-
nor of the percolation of the fluid and poromechanics which governs the deforma-
tion of the porous matrix. Computational simulations of the primary extraction of
oil process are carried out using Monte Carlo techniques in conjunction with finite
element methods. Results obtained clearly confirm the conjecture established by
the perturbation theorie related with the inaccuracy of the weakly coupled model
in the presence of variability in the elastic constants.
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Cap´ıtulo 1
Introducio´n
Entendemos como medio poroso a un cuerpo compuesto por una fase so´lida
y espacios vac´ıos denominados poros. La fase so´lida denominada matriz porosa o
esqueleto poroso esta formado por part´ıculas y los poros esta´n usualmente ocupa-
dos por uno o ma´s fluidos. Esta clase de sistemas se encuentran en abundancia,
de forma natural o construidos artificialmente. Ejemplos de esta clase de sistemas
son, formaciones geolo´gicas como suelos y rocas, materiales artificiales como fil-
tros y cera´micas y formaciones biolo´gicas como cart´ılagos y huesos. Los medios
porosos son objeto de estudio en diferentes a´reas del conocimiento impulsando un
crecimiento interdisciplinario ya sea teo´rico, experimental y computacional.
Feno´menos caracterizados por el acoplamiento hidromeca´nico en medios po-
rosos envuelven dos procesos termodina´micos ba´sicos: el movimento del fluido
atrave´s de los poros y la deformacio´n de la matriz porosa, los cuales interactu´an
mutuamente. Variaciones en la presio´n del poro producen alteraciones en el estado
de tensiones efectivas del esqueleto poroso, provocando la deformacio´n de la matriz
porosa y este a su vez induce perturbaciones en el recorrido del fluido debido a
variaciones en las propiedades de la roca tales como permeabilidad y porosidad.
El modelaje computacional de este tipo de acoplamento posee varias aplica-
ciones en diversas a´reas del conocimiento, tales como en la ingiener´ıa de petro´leo,
medio ambiente, geolog´ıa, hidrolog´ıa, meca´nica de los suelos y biomeca´nica [Bear
(1979), Wang (2000), Fung (1990)]. En particular, en el a´rea de ingiener´ıa de
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petro´leo entender el acoplamiento entre la hidrodina´mica y la geomeca´nica es de
suma importancia para el ana´lisis de feno´menos de subsidencia (hundimiento de
una superficie) y compactacio´n de reservorios durante explotacio´n de petro´leo.
Debido al peso de las formaciones en la parte superior de la camada geolo´gica
productiva, esta se encuentra bajo intensas solicitaciones meca´nicas que son equili-
bradas por tensiones en el so´lido y por la presio´n del fluido intersticial (presio´n del
poro). El proceso evolutivo de produccio´n, es caracterizado por la disipacio´n de la
presio´n del fluido intersticial que a su vez transfiere solicitaciones para la matriz
porosa sufriendo esta un proceso de compactacio´n [Lewis et al. (1991)].
Historicamente, el primer modelo de acoplamiento hidromeca´nico surgio´ de
la teor´ıa de consolidacio´n unidimensional propuesta por Terzaghi (1925) donde in-
trodujo el importante concepto de las tensiones efectivas atrave´s de la diferencia
entre el esfuerzo total aplicado sobre el medio poroso y la presio´n del poro. Gene-
ralizaciones de la teoria de Terzaghi para tres dimensiones basadas en la ecuacio´n
de difusio´n para la poro presio´n fueron propuestas por Rendulic en 1936 y Terzaghi
y Fro¨lich en 1943, donde se introduce el concepto de compresibilidad de la matriz
porosa (disminucio´n de su volumen al someterlos a una presio´n o compresio´n),
[Terzaghi y R. (1962), Shiffman et al. (1969)]. Tales modelos no consideran los
efectos de las tensiones de cizallamiento sobre la cambios de la porosidad de la ma-
triz (dilatancia, variacio´n del volumen cuando se aplican tensiones tangenciales)
ya que incorporan solamente deformaciones volume´tricas del esqueleto poroso de-
bido a las variaciones de la poro presio´n [Shiffman et al. (1969), Lewis y Schrefler
(1987)].
El concepto de medio poroela´stico generalizado surge posteriormente cuando
se incorpora la influencia de la componente desviadora de las tensiones efectivas
sobre la hidrodina´mica [Biot (1941)]. Basandose en el principio de las tensiones
efectivas y en la ley de Hooke de la teoria de elasticidad, Biot(1941) propuso un
modelo tridimesional general para describir el acoplamiento hidromeca´nico en for-
maciones geolo´gicas. Consecuentemente, efectos de anisotropia y viscoelasticidad
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de la matriz fueron incorporados a la teoria poromeca´nica [Biot y Willis (1957)].
Posteriormente, algunos autores [Shiffman et al. (1969), Lewis y Schrefler (1987),
Gutierrez y Lewis (2002)] mostraron que la teoria simplificada basada en el con-
cepto de compresibilidad puede ser reproducida como caso particular de la teor´ıa
general de la poroelasticidad al despreciar los efectos de la componente desviadora
de la tensio´n efectiva sobre las deformaciones volume´tricas de la formacio´n geolo´-
gica.
La teor´ıa de poroelasticidad es el pilar que sustenta el modelaje del acopla-
miento hidrogeomeca´nico en reservorios de petro´leo. Actualmente el modelo de
Biot, concebido en la e´poca para describir procesos de consolidacio´n de suelos, es
usada ampliamente en diversas aplicaciones relacionadas con la geomeca´nica de
reservorios de petro´leo [Lewis et al. (1991), Longuemare et al. (2002)]. Teorias
poromeca´nicas ma´s realistas basadas en modelos constitutivos no lineales (poro-
plasticidad, poroviscoplasticidad) vienen siendo utilizadas en geomeca´nica de rocas
[Chen y Han (1988)].
Apesar de los avances significativos obtenidos en el a´rea de geomeca´nica de
reservorios de petro´leo au´n persiste el paradigma de cuando es necesario utilizar
modelos geomeca´nicos ma´s complejos. Au´n con la creciente disponibilidad de re-
cursos computacionales softwares ma´s robustos y de metodologias de discretizacio´n
ma´s precisas y computacionalmente eficientes en la resolucio´n de problemas pra´c-
ticos, la utilizacio´n del modelo poromeca´nico totalmente acoplado au´n encuen-
tra resistencia. Tal hecho se debe a que a mayor complejidad e intensidad en el
acoplamento se produce un aumento del esfuerzo computacional en la simulacio´n
de problemas en gran escala en comparacio´n con los modelos simplificados [Settari
y Mourits (1998)].
Al usar el modelo totalmente acoplado se resuelve las ecuaciones de conser-
vacio´n de masa y momento lineal simultaneamente en las variables desplazamiento
de la roca y presio´n del fluido. A pesar que esta formulacio´n es capaz de incor-
porar el acoplamiento, resolver simultaneamente el sistema lineal a trave´s de una
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discretizacio´n se torna un modelo computacionalmente caro si es utilizado en gran
escala. [Dean et al. (2006)]. La forma ma´s simple de tratar el problema explora
el concepto de compresibilidad, el modelo de´bilmente acoplado esta caracterizado
por el acoplamiento unidirecional entre las ecuaciones (“one-way coupling”). Es
decir, la poromeca´nica influye a la hidrodina´mica solamente a trave´s de la compre-
sibilidad de la roca el cual desacopla el sistema en una ecuacio´n de difusio´n y otra
de elasticidad. La ecuacio´n de la poromeca´nica es resuelta mediante una esquema
de post procesamiento donde, el gradiente de la poro presio´n que fue previamente
calculado en la discretizacio´n de la ecuacio´n de difusio´n, entra como te´rmino de
fuerza en el problema de elasticidad de la matriz porosa. Esto significa que cambios
en la poro presio´n alteran el estado de tensiones efectivas y lo inverso no sucede.
En el modelaje cla´sico de los problemas de poroelasticidad, las ecuaciones
que gobiernan el acoplamiento hidromeca´nico son dados en la escala de labora-
torio (metros) y los coeficientes poromeca´nicos que surgen en las ecuaciones son
calculados experimentalmente en esta escala. Mientras que, en casi todos los casos
pra´cticos de extraccio´n de fluidos de reservorios, los problemas geomeca´nicos son
puestos en la escala de campo (Kilo´metros).
Una manera simplificada de preveer el comportamiento geomeca´nico del
reservorio en la escala de campo es admitir que el medio poroso es homogeneo
adoptando valores experimentales de los para´metros obtenidos en la escala de lab-
oratorio. A pesar de que la hipo´tesis de homogeneidad en la escala macrosco´pica
sea ampliamente adoptada, observaciones de campo muestran que raras veces tal
homogeneidad existe [Freeze (1975), Gelhar (1993), Dagan (1989)].
Medios porosos naturales exhiben heterogeneidad en un amplio espectro de
escalas espaciales, ver Figura 1.1. Consecuentemente, adoptar un modelo pura-
mente determin´ıstico que encubra los efectos de la variabilidad de las propiedades
no es realista. Una alternativa, ser´ıa describir el medio poroso detalladamente,
lo que implica estimar un nu´mero extraordinariamente grande de medidas, pro-
cedimento no v´ıable en la pra´ctica. La forma erra´tica de las variaciones de estas
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propriedades asociada a la distribuicio´n irregular de estos, inviabiliza tambie´n el
uso de interpolacio´n continua entre los puntos de medicio´n [Gelhar (1993)].
Km
mm
Escala de
campo
medio poroso
continuo
m µ Discreta
Escala de
laboratório
Escala delporo
mecánica delcontinuo fluido y sólido
dinámica molecular
contínuos
heterogeneidades
m
Figure 1.1: Espectro de escalas espaciales en un reservorio de petro´leo
Para obtener una descripcio´n ma´s realista del acoplamiento hidrogeomeca´-
nico en la escala de campo es necesario incorporar la variabilidad espacial de las
propriedades del material y tambie´n la incertidumbre debido a la escasez del conoci-
miento detallado de la geolog´ıa (nu´mero limitado de muestras). En este contexto,
la teor´ıa de campos aleato´rios nos da una herramienta adecuada para describir
los para´metros del modelo [Dagan (1989), Gelhar (1993), Christakos (2005)]. La
representacio´n matema´tica de los coeficientes de la geolog´ıa se da usando funciones
aleatorias de la posicio´n, los cuales expresan la variabilidad y la incerteza asociadas
a estas propriedades [Rubin (2003)].
Al considerar los para´metros de entrada del modelo como campos aleatorios,
las ecuaciones poroela´sticas se convierten en ecuaciones diferenciales estoca´sticas
con soluciones dadas por campos aleatorios parametrizados por la posicio´n y el
tiempo. El tratamiento estoca´stico dado a los coficientes nos lleva al problema
caracterizado por: conocidas las distribuciones de probabilidad de los para´metros
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de entrada encontrar los momentos estad´ısticos de las inco´gnitas del problema
resolviendo numericamente las ecuaciones diferenciales parciales estoca´sticas. En
la pra´tica las informaciones provenientes de los dos primeros momentos estad´ısticos
de las soluciones (media, covarianza), ya son suficientes para las aplicaciones en la
ingiener´ıa de reservorios [Gelhar (1993), Zhang (2002), Christakos (2005)].
Diversas te´cnicas de discretizacio´n de EDP’s estoca´sticas han sido propuestas
en la literatura [Freeze (1975), Dagan (1989), Gelhar (1993), Zhang (2002)]. La ma´s
tradicional, conocida como me´todo de Monte Carlo, consiste en la generacio´n de un
conjunto de muestras (realizaciones) de los coeficientes del modelo, de acuerdo con
las estructuras estad´ısticas postuladas, y la subsecuente solucio´n determin´ıstica del
modelo para cada realizacio´n obteniendo un conjunto de diferentes soluciones con
la misma probabilidad estad´ıstica. La ventaja de este me´todo es su simplicidad,
robustez y facilidad para lidiar con cualquier grado de heterogeneidad. Este me´todo
puede ser aplicado a problemas lineales y no lineales, sin restricciones en cuanto a
la magnitud de la fluctuacio´n de los coeficientes (medios altamente heteroge´neos)
[Zhang (2002)].
Otro procedimento adoptado en la literatura consiste en el uso de te´cnicas
perturbativas para obtener ecuaciones efectivas determin´ısticas para los momentos
estad´ısticos. Ejemplos de esta te´cnica son los me´todos de Expansio´n Asinto´tica
y Truncamiento Euleriano [Dagan (1989), Gelhar (1993), Zhang (2002)]. Esta
clase de me´todos adopta la hipo´tesis de pequen˜as perturbaciones implicando en la
linealizacio´n del modelo atrave´s de un problema de clausura (“closure problem”).
Esta clase de me´todos da buenas aproximaciones cuando la variabilidad de los
parame´tros es pequen˜a. Adema´s de esta restriccio´n, en general, solamente los
dos primeros momentos estad´ısticos de las soluciones pueden ser calculados y el
ca´lculo de estos momentos se vuelve computacionalmente cara cuando el nu´mero
de variables envueltas en el sistema crece.
Por otro lado, me´todos con notoriedad reciente han sido propuestos, basados
en la discretizacio´n del espacio estad´ıstico. Campos aleatorios pueden ser represen-
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tados usando la expansio´n de Karhunen-Loe`ve (cuando su funcio´n de covariancia
es conocida) [Beran (1969)], expansiones de Polinomios de Caos (“Chaos Polino-
mial”) [Ghanem y Spanos (1991)] o generalizaciones de estos polinomios [Xiu e
Karniadakis (2002)].
A pesar que el modelaje estoca´stico este bien desenvuelta para el flujo y trans-
porte en medios porosos r´ıgidos [Dagan (2002)], Poco se ha hecho para el caso de
medios porosos deformables heteroge´neos [Frias et al. (2004)]. De esta forma, el
objetivo de este trabajo es ir en esa direccio´n, estudiar el comportamiento de las
soluciones de los modelos poroela´sticos de´bilmente y totalmente acoplados cuando
se considera incertezas en los para´metros de entrada conductividad hidra´ulica y
mo´dulo de Young. Ilustramos nume´ricamente esas diferencias en ejemplos nume´ri-
cos del problema de compactacio´n de una formacio´n geolo´gica heteroge´nea durante
el proceso de extraccio´n primaria de un fluido.
Presentamos, inicialmente en el Cap´ıtulo 2 una revisio´n de la teor´ıa de cam-
pos aleatorios. En el Cap´ıtulo 3 presentamos la teor´ıa de poroelasticidad de Biot
en la escala de laboratorio asi como la versio´n simplificada de esta teor´ıa, donde
los efectos de la componente desviadora de la tensio´n efectiva sobre la hidrodi-
na´mica son despreciados, resultando en un problema al que llamaremos de´bilmente
acoplado. En el Cap´ıtulo 4 presentamos los modelos estoca´sticos de los problemas
dados en el cap´ıtulo anterior resultantes del tratamiento estad´ıstico dado a los
coeficientes, asi como algunos me´todos de resolucio´n utilizados para calcular los
momentos estad´ısticos de las soluciones. En el Cap´ıtulo 5 presentamos la dis-
cretizacio´n de las ecuaciones de las realizaciones en el contexto de Monte Carlo. El
Cap´ıtulo 6 es dedicado a las simulaciones nume´ricas. Finalmente en el Cap´ıtulo 7
son presentadas las conclusiones.
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Cap´ıtulo 2
Nociones ba´sicas de campos aleatorios
En este cap´ıtulo presentamos los principales conceptos que fundamentan la
teor´ıa de campos aleatorios que utilizaremos en todo este trabajo. De una forma
general, para cada posicio´n espacial x e instante de tiempo t, un campo aleatorio
atribuye una variable aleatoria gobernada por una funcio´n de distribucio´n. En este
contexto identificamos comunmente los conceptos de campos aleatorios y procesos
estoca´sticos, donde este u´ltimo es tradicionalmente utilizado para describir fun-
ciones dependientes del tiempo, gobernadas por ecuaciones diferenciales ordinarias
estoca´sticas [Parzen (1962), Papoulis (1965)]. En el presente contexto, los procesos
estoca´sticos usados presentan tambie´n dependencia espacial, siendo entonces go-
bernados por ecuaciones diferenciales parciales estoca´sticas [Dagan (1989), Gelhar
(1993), Zhang (2002), Christakos (2005)].
Para caracterizar apropiadamente la estructura estad´ıstica que sustenta la
teor´ıa de campos aleatorios, introducimos a continuacio´n algunos conceptos fun-
damentales:
El espacio de probabilidad es caracterizado por el triplete (S,F , P ), donde
S 6= ∅, es el espacio muestral formado por todos los resultados posibles ω de un
experimento, F una σ-a´lgebra de subconjuntos de S, donde cada elemento de F es
denominado evento aleatorio de S y P una medida de probabilidad definida sobre
el espacio medible (S,F).
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Una variable aleatoria real X := X(ω), discreta o continua, es una funcio´n
X : S → IR que asocia a cada elemento ω ∈ S un u´nico valor X(ω). La manera
usual de medir estad´ısticamente los valores de la variable X, consiste en definir su
funcio´n de distribucio´n acumulada F de la siguiente forma:
F (x) := P [ω ∈ S : X(ω) ≤ x] = P (X ≤ x),
la cual, denota la probabilidad de que los valores de la variable aleatoria X sean
menores que algun valor x fijado. Podemos notar que F (x) es una funcio´n no
decreciente de x con rango en el intervalo [0, 1]. Si F (x) admite diferenciabilidad
entonces necesariamente X es una variable aleatoria continua y podemos definir
su funcio´n de densidad de probabilidad como:
f(x) :=
dF (x)
dx
.
Por el teorema fundamental del ca´lculo dado f(x) podemos definir F (x) de la
forma:
F (x) := P (X ≤ x) =
∫ x
−∞
f(y)dy.
En muchas aplicaciones, los modelos matema´ticos que representan feno´menos
f´ısicos admiten como datos de entrada a un conjunto de para´metros que son su-
ceptibles a la incerteza. Por tanto, utilizando el modelaje estoca´stico, para cada
par (x, t) los para´metros f´ısicos son tratados como variables aleatorias continuas,
asignando a estas una funcio´n de densidad de probabilidad.
La esperanza matema´tica o valor medio de una variable aleatoria X es
definida por
E[X] :=
∞∫
0
xdF (x) =
∞∫
−∞
xf(x)dx, (2.1)
y la varianza de X es definida por
Var(x) := σ2X := E
[
(X− E[X])2] = E [X2]− E2[X]. (2.2)
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La desviacio´n estandar de X es definido como σX :=
√
σ2X . El valor medio de X,
denominado tambie´n como primer momento, tiene como objetivo capturar el “cen-
tro” de la distribucio´n de los posibles valores de X y la varianza mide la dispersio´n
de estos valores en torno de esta media. Si mX := E[X] 6= 0, el grado de incerteza
de X es medido por el coeficiente de variacio´n
CV :=
σX
mX
. (2.3)
Un modelo bastante utilizado en la caracterizacio´n de una variable aleatoria
es la distribucio´n normal. Una variable aleatoria Y es Gaussiana o con distribucio´n
normal, si su funcio´n de densidad de probabilidad es dada por:
fY (y) =
1√
2πσY
exp
[
−(y −mY )
2
2σ2Y
]
, −∞ ≤ y ≤ ∞, (2.4)
donde los para´metros mY y σ
2
Y designan el valor medio y la varianza de Y . En
este caso particular, la variable aleatoria normal denotada por Y := N(mY , σ
2
Y ) es
completamente caracterizada por su media y varianza.
Un concepto de gran importancia en las aplicaciones de este trabajo es el de
variable aleatoria log-normal [Freeze (1975), Dagan (1989), Gelhar (1993)]. Con-
siderando la funcio´n no lineal de la forma X = expY , cuya inversa es Y = lnX,
si Y = N(mY , σ
2
Y ), X es llamada de variable aleatoria log-normal y su funcio´n de
densidad de probabilidad es dada por
fX (x) =
1√
2πσY x
exp
[
−(ln x−mY )
2
2σ2Y
]
, x ≥ 0. (2.5)
Las medias y las varianzas, de las variables aleatorias Y y X = expY satisfacen
las siguientes relaciones [Gelhar (1993)]:
mX =exp
(
mY +
σ2Y
2
)
, (2.6)
σ2X =exp
(
2mY + σ
2
Y
)[
exp
(
σ2Y
)− 1], (2.7)
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la fluctuacio´n de X con respecto a la media, es dada por
Xˆ =X −mX = exp (mY )
[
exp(Yˆ )− exp
(
σ2Y
2
)]
, (2.8)
y el coeficiente de variacio´n de X es dado por la siguiente relacio´n
(CVX)
2 =
σ2X
m2X
= exp(σ2Y )− 1. (2.9)
Finalmente definimos la media geome´trica y armo´nica de X en funcio´n de Y como
[Dagan (1989)]:
mG =exp(mY ), (2.10)
mH =exp
[
mY − 1
2
σ2Y
]
. (2.11)
Las definiciones anteriores son asociadas a la estad´ıstica de un punto. Cuan-
do dos o ma´s variables aleatorias son definidas simultaneamente en un espacio
de probabilidad, se hace necesario caracterizarlo conjuntamente. Para extender
las definiciones anteriores en este contexto, definimos la distribucio´n acumulativa
conjunta de dos variables aleatorias X e Y como:
FXY (x, y) := F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y).
De la misma forma que F (x), FXY es mono´tona creciente en cada una de las
variables, admitiendo valores entre 0 y 1. La diferenciacio´n de F (x, y) con respecto
a x e y nos da la funcio´n de distribuicio´n de probabilidad conjunta
fXY (x, y) := f(x, y) =
∂2F (x, y)
∂x∂y
. (2.12)
Las funciones de densidad de probabilidad marginales son definidas por:
fX(x) :=
∫
∞
−∞
f(x, y)dy; fY (y) :=
∫
∞
−∞
f(x, y)dx.
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Dos variables aleatorias continuas X e Y con densidades fX y fY son llamadas
independientes si
f(x, y) = fX(x)fY (y).
Denotando mX = E[X] y mY = E[Y ] las medias de X e Y repectivamente, la
covarianza entre las variables aleatorias X e Y es definida por:
Cov(X, Y ) := E[Xˆ, Yˆ ] = E[(X −mX)(Y −mY )] = E[XY ]−mXmY . (2.13)
La funcio´n de covarianza desempen˜a un papel fundamental en este trabajo, debido
a que es una medida de asociacio´n lineal entre variables aleatorias, indicando el
grado de correlacio´n entre ellas [Christakos (2005)]. Valores positivos de la cova-
rianza indican que Y tiende a crecer (decrecer) cuando X crece (decrece) y valores
negativos indican que Y tiende a decrecer (crecer) cuando X crece (decrece).
Definimos tambie´n la correlacio´n entre dos variables aleatorias X e Y por la
razo´n
ρXY =
Cov(X, Y )
σX · σY .
donde |ρXY | ≤ 1 y Cov(X, Y ) ≤ σX · σY [Papoulis (1965)]. Si X e Y son varia-
bles aleatorias independientes entonces ρXY = 0 y, consecuentemente, no existe
correlacio´n entre ellas.
Las variables aleatorias representan un mapeamiento entre un conjunto de
muestras y un nu´mero real. Cuando una o ma´s variables aleatorias estan aso-
ciadas a para´metros determin´ısticos (como una posicio´n en un dominio espacial),
son llamados campos aleatorios. En las aplicaciones en el a´rea de medios porosos,
para´metros f´ısicos tales como la conductividad hidra´ulica, porosidad, mo´dulo de
Young y constantes ela´sticas admiten variaciones irregulares con incertezas de-
scritas a trave´s de campos aleatorios con funciones de covarianza dadas o prescritas.
A continuacio´n presentamos la generalizacio´n de las definiciones anteriores
para campos aleatorios:
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Sea (S,F , P ) un espacio de probabilidad y Ω ⊂ IRd, d = 1, 2, 3, ..., un do-
minio espacial. Un campo aleatorio escalar X(x, ω) es definido por la funcio´n
X : Ω× S → IR
(x, ω)→ X(x, ω),
(2.14)
la cual puede ser interpretada como una coleccio´n de variables aleatorias indexadas
por x ∈ Ω. Fijando un evento ω ∈ S, la funcio´n X(x) es denominada realizacio´n
del campo aleatorio o proceso estoca´stico. Para cada x ∈ Ω, la dependencia X(ω)
define una variable aleatoria del proceso estoca´stico.
La extensio´n de los conceptos anteriores para campos aleatorios vectoriales
es hecha aplicando las definiciones dadas, a cada componente. Un campo aleatorio
vectorial X(x, ω) es un conjunto de campos aleatorios escalares X1(x, ω), X2(x, ω),
. . . , Xk(x, ω), denotado por
X(x, ω) = [X1(x, ω), X2(x, ω), . . . , Xk(x, ω)]
t. (2.15)
En el contexto de campos aleatorios la extensio´n de las definiciones de los
momentos estad´ısticos es inmediata, siendo apenas indexada por la posicio´n. Defi-
nimos entonces, las funciones media y covarianza de la siguiente forma:
mX(x) = E[X(x)] ∀x ∈ Ω, (2.16)
CX (x,y) = Cov (X(x), X(y)) = E
[
Xˆ (x) · Xˆ (y)
]
= E [X(x) ·X(y)]−mX(x)mX(y), ∀x,y ∈ Ω, (2.17)
donde Xˆ(x) = X(x)−mX(x) es la fluctuacio´n del campo X(x). Cuando la funcio´n
covarianza es conocida definimos la funcio´n varianza como
σ2X(x) := CX(x,x) ∀x ∈ Ω, (2.18)
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y la funcio´n de correlacio´n espacial de la forma
ρX(x,y) =
CX(x,y)
σX(x) · σX(y) . (2.19)
Para analizar el grado de correlacio´n entre dos o ma´s campos aleatorios
definimos un momento estad´ıstico adicional denominado de funcio´n de covarianza
cruzada. Denotando X e Y dos campos aleatorios con x 6= y dos puntos del
dominio Ω, la funcio´n covarianza cruzada es definida como
CXY (x,y) := E
[
(X (x)−mX (x)) (Y (y)−mY (y))
]
. (2.20)
De forma ana´loga a (2.19), podemos definir la funcio´n de correlacio´n cruzada es-
pacial, de la forma
ρXY (x,y) =
CXY (x,y)
σX(x) · σY (y) . (2.21)
Los conceptos dados anteriormente pueden ser extendidos para campos aleatorios
vectoriales. De esta forma, la matriz de las funciones de covarianzas cruzadas
entre las componentes del vector aleatorio X(x) = [X1(x), X2(x), . . . , Xk(x)]
t, es
definida por
CX (x,y) =
[
CXpXq (x,y)
]
, p, q = 1, 2, . . . , k (2.22)
Por ejemplo, para k = 2, tenemos
CX (x,y) =

 CX1 (x,y) CX1X2 (x,y)
CX2X1 (x,y) CX2 (x,y)

 .
Para describir completamente la estructura probabil´ıstica de un campo aleatorio
X(x, ω) es necesario especificar las funciones de densidad de probabilidad conjun-
ta para todas las variables aleatorias en cada punto x ∈ Ω, y esto consiste en
una tarea realmente imposible de realizar. Para simplificar la estrutura de datos se
adopta, frecuentemente la hipo´tesis de homogeneidad estad´ıstica (llamada tambie´n
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de estacionaridad), donde se postula que la distribucio´n estad´ıstica de los coeficien-
tes de entrada en el modelo son independientes de la posicio´n . En la mayoria de las
aplicaciones pra´cticas es adoptada la hipo´tesis de estacionaridad de segundo orden o
estacionaridad de´bil [Gelhar (1993), Christakos (2005)]. Entonces, postulando que
la media es constante y que la covarianza depende solamente del vector r = x−y,
tenemos
mX(x) = mX , x ∈ Ω,
CX (x,y) = CX (x− y) = CX (r) , x,y ∈ Ω.
Algunos procesos naturales pueden tambie´n ser aproximados por campos
aleato´rios isotro´picos, en este caso la funcio´n de covarianza depende solamente de
la distancia r = |x− y| y no de la orientacio´n del vector r, implicando asi en una
equivalencia en todas las direcciones.
El comportamiento de la covarianza con la distancia r es determinado por
la organizacio´n o grado de correlacio´n entre las heterogeneidades, en este trabajo
nos referimos a heterogeneidades geolo´gicas. Entre las funciones de covarianza fre-
cuentemente utilizadas para describir formaciones geolo´gicas, tenemos por ejemplo
la funcio´n de covarianza Gaussiana
CX (r) = σ
2
X exp
(−4r2
πλX
)
, (2.23)
y la funcio´n de covarianza exponencial,
CX (r) = σ
2
X exp
(−r
λX
)
. (2.24)
La funcio´n exponencial es bastante usada en la hidrodina´mica en medios porosos,
donde λX denota la distancia de correlacio´n, interpretada como la distancia sobre
el cual las correlaciones prevalecen. Las relaciones definidas en (2.23) y (2.24) son
para medios isotro´picos y pueden ser extendidas para medios anisotro´picos [Dagan
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(1989), Christakos (2005)].
En el contexto de formaciones geolo´gicas heteroge´neas, diversos procesos
naturales son aproximados muy bien por campos aleatorios con distribuicio´n log-
normal [Christakos (2005). En este trabajo, los para´metros f´ısicos de entrada
del modelo poroela´stico en particular la conductividad hidra´ulica y el mo´dulo de
Young, considerados constantes en los modelos determin´ısticos en la escala de labo-
ratorio (Capitulo 3), son representados como campos aleatorios estacionarios con
distribucio´n log-normal en la escala de campo (Capitulo 4).
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Cap´ıtulo 3
Modelaje de la poroelasticidad en la
escala de laboratorio
En este cap´ıtulo presentamos una revisio´n de las ecuaciones que modelan el
acoplamiento hidromeca´nico basado en la formulacio´n de Biot (1941)(Modelo to-
talmente acoplado). Estas ecuaciones describen la interaccio´n entre la deformacio´n
de la matriz porosa y el recorrido del fluido a trave´s de los poros. La deformacio´n de
la matriz porosa es gobernada por las ecuaciones de elasticidad lineal mientras que
el movimiento del fluido por la ley de Darcy con la velocidad de recorrido tomada
relativa al movimiento de la fase so´lida. En seguida presentamos una versio´n sim-
plificada de esta teor´ıa (Modelo desacoplado), en este modelo son despreciados los
efectos de la componente desviadora de la tensio´n efectiva sobre la hidrodina´mica,
resultando en un problema de´bilmente acoplado, donde a geomeca´nica influye al
recorrido del fluido solo a trave´s de la compresibilidad de la roca.
3.1 Ecuaciones de la poroelasticidad lineal
Para presentar las ecuaciones que rigen el modelo poroela´stico lineal conside-
ramos una ventana observacional de la roca que compone el reservorio en la escala
de laboratorio O(100m). En esta escala de resolucio´n, observamos al medio poroso
homoge´neo, deformable y saturado por un u´nico fluido, donde en cada punto las
fases so´lida y fluida coexisten [Bear (1979), Coussy (2004)]. Como hipo´tesis simpli-
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ficadoras suponemos: la ausencia de efectos gravitacionales e inerciales, incompre-
sibilidad de la fase fluida y del so´lido que compone el esqueleto poroso y la matriz
porosa es asumida ela´stica lineal e isotro´pica la cual sufre pequen˜as deformaciones
a partir de una configuracio´n libre de tensiones. A continuacio´n presentamos el
conjunto de ecuaciones propuestas por Biot (1941).
3.1.1 Equilibrio de la mezcla so´lido-fluido
Bajo la ausencia de efectos inerciales y gravitacionales la ecuacio´n de balance
del momento lineal de la mezcla so´lido-fluido se reduce a la condicio´n de equilibrio:
divσT = 0, (3.1)
donde σT es la tensio´n total que actua en la mezcla so´lido-fluido. Para so´lidos
microscopicamente incompresibles, donde el volumen de los granos que componen
la matriz porosa permanece inalterado durante la deformacio´n, el principio de
Terzaghi es representado matema´ticamente por la decomposicio´n
σT = σ − pI, (3.2)
donde σ es la tensio´n efectiva, p la poro presio´n y I el tensor identidad. La relacio´n
(3.2) puede ser interpretada como una descomposicio´n de la tensio´n total en una
parte responsable por la deformacio´n de la matriz porosa (σ), la cual gobierna
la transmisio´n de los esfuerzos por contacto directo entre los granos, y otra (pI)
dada por la presio´n actuante en el fluido. Combinando el principio de las tensiones
efectivas (3.2) con la ecuacio´n del momento (3.1), obtemos
divσ −∇p = 0. (3.3)
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3.1.2 Ecuacio´n constitutiva para las tensiones efectivas
Considerando la matriz porosa ela´stica lineal, isotro´pica, tenemos la siguiente
relacio´n Hookeana
σ = λtrE(u)I+ 2µE(u), (3.4)
donde u representa el desplazamiento del medio poroso, E el tensor de deforma-
ciones, divu = trE(u) la deformacio´n volume´trica de la matriz porosa y λ y µ las
constantes ela´sticas de Lame definidas como:
λ =
Eν
(1 + ν)(1− 2ν) , µ =
E
2(1 + ν)
, (3.5)
donde E es el mo´dulo de Young o de elasticidad longitudinal y ν el coeficiente de
Poisson. Para establecer una relacio´n lineal entre la deformacio´n y el gradiente de
los desplazamientos adotapmos la condicio´n de compatibilidad geome´trica cuando
se tiene pequen˜as deformaciones
E(u) =
1
2
(
∇u+∇uT
)
. (3.6)
3.1.3 Ecuacio´n de la masa global
Siendo el fluido y el so´lido microscopicamente incompresibles, las ecuaciones
de continuidad o de massa de ambos son dadas respectivamente por
∂φ
∂t
+ div(φvf ) = 0, (3.7)
∂(1− φ)
∂t
+ div
(
(1− φ)∂u
∂t
)
= 0, (3.8)
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donde φ es la porosidad vf y
∂u
∂t
las velocidades del fluido y del so´lido respectiva-
mente. Sumando (3.7) y (3.8), obtenemos
div
[
φ
(
vf − ∂u
∂t
)]
+ div
∂u
∂t
= 0. (3.9)
Definiendo q = φ
(
vf − ∂u
∂t
)
la velocidad Darciana del recorrido del fluido, la
ecuacio´n de masa total es dado por
divq+ div
∂u
∂t
= 0. (3.10)
3.1.4 Ley de Darcy
En la ausencia de efectos gravitacionales la ecuacio´n del momento de la fase
fluida es representada por la ley de Darcy
q = −K∇p, (3.11)
la cual establece una relacio´n lineal entre la velocidad de recorrido del fluido a trave´s
de los poros y el gradiente de la presio´n donde K es la conductividad hidra´ulica
del medio.
A seguir, formulamos el problema de poroelasticidad adoptando los campos
potenciales de desplazamientos y presio´n como variables primarias [Biot (1941),
Lewis y Schrefler (1987), Wang (2000)].
3.1.5 Formulacio´n del modelo totalmente acoplado
Sea (0, T ] un intervalo de tiempo y Ω ⊂ IRd (1 ≤ d ≤ 3) un dominio con
frontera regular Γ y n el vector unitario normal exterior, ocupado por un medio
poroela´stico, isotro´pico, homoge´neo, microscopicamente incompresible y saturado
por un fluido Newtoniano. Usando las ecuaciones (3.3), (3.4), (3.6), (3.10) y (3.11)
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el problema de poroelasticidad totalmente acoplado es dado por:
Problema 3.1 Dados los para´metros K, E y ν, determinar el desplazamiento del
medio poroso u : Ω × (0, T ] → IRd y la presio´n en el poro p : Ω × (0, T ] → IR,
satisfaciendo
∇(λdivu) + div[µ(∇u+∇uT)]−∇p = 0,
div
∂u
∂t
− div(K∇p) = 0,

 en Ω, (3.12)
con condiciones de frontera
p = 0, σn = h, sobre Γ1, (3.13)
u = 0, q · n = 0, sobre Γ2, (3.14)
donde Γ1 ∩ Γ2 = ∅, Γ1 ∪ Γ2 = Γ con Γ2 denotando un segmento de frontera r´ıgido
e impermeable y Γ1 una subfrontera drenante con vector de traccio´n prescrito h
impuesto por el cargamento externo. Como el fluido y el so´lido que constituyen la
matriz son considerados incompresibles, en el instante inicial donde no ocurre el
drenaje del fluido, el medio poroso responde de forma incompresible, entonces las
condicio´n inicial es
divu = 0, en Ω, t = 0. (3.15)
Despues de calcular los campos potenciales {u, p} la velocidad q y la tensio´n efec-
tiva σ son calculadas bajo los esquemas de post procesamiento considerando las
leyes de Darcy (3.11) y Hooke (3.2), respectivamente.
3.2 Modelo de´bilmente acoplado
El modelo de poroelasticidad totalmente acoplado implica resolver simul-
taneamente las ecuaciones de equilibrio y masa. A pesar que este modelo es lineal,
cuando se utiliza en la resolucio´n de problemas de grande porte, que surgen por
ejemplo en el modelaje del acoplamiento geomeca´nico en reservorios de petro´leo,
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se puede volver computacionalmente costoso y dificil de realizar en la pra´ctica.
Una forma de simplificar la formulacio´n es debilitar el acoplamento de tal forma
que para cada paso del tiempo se calcula previamente la presio´n del poro y des-
pue´s el desplazamiento del medio poroso usando la ecuacio´n de equil´ıbrio (3.1), a
trave´s de un esquema de post procesamiento, en el cual el gradiente de la presio´n
actu´a como fuerza de cuerpo ya conocida. Tal versio´n simplificada de la teor´ıa de
poroelasticidad se ha utilizado ampliamente en los simuladores convencionales de
reservorios [Fjaer et al. (1992), Lewis et al. (1991), Settari y Mourits (1998)]. A
pesar de que este modelo no muestre algunos efectos importantes, tales como la
dilatacio´n de la roca inducida por cizalladura, la ventaja de adoptar la formulacio´n
desacoplada es su simplicidad matema´tica y computacional [Verruijt (2006)].
A continuacio´n adoptamos el procedimento descrito en Gutierrez y Lewis
(2002), el cual muestra las simplificaciones necesarias para la obtencio´n del modelo
simplificado a partir de la teor´ıa general de poroelasticidad. Este modelo de´bil-
mente acoplado se basa en la definicio´n de la compresibilidad de la matriz porosa,
despreciando los efectos de la componente desviadora de la tensio´n efectiva sobre
el balance de masa. Tales hipo´tesis son ilustradas a continuacio´n.
Tomando el trazo en la descomposicio´n de Terzaghi (3.2) y usando la ley
ela´stica lineal de la tensio´n efectiva (3.4), tenemos
trσT = (dλ+ 2µ)trE(u)− dp.
donde d = 1, 2, 3 denota la dimensio´n del problema.
Denotando K0 = (dλ + 2µ)/d el mo´dulo de la deformacio´n volume´trica de la fase
so´lida, derivando la ecuacio´n de arriba en relacio´n al tiempo y asumiendo regulari-
dad suficiente (funciones C2), para que las derivadas espacial y temporal conmuten,
obtenemos
K0
∂divu
∂t
= −1
d
∂trσT
∂t
+
∂p
∂t
. (3.16)
Definiendo la compresibilidad de la roca por S := 1/K0 y usando la relacio´n (3.5),
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la compresibilidad S puede ser calculada como funcio´n del modulo de Young y del
coeficiente de Poisson, en la siguiente relacio´n
S =
d
dλ+ 2µ
=
(1 + ν)(1− 2ν)
(dν − 2ν + 1)E . (3.17)
Usando (3.16) en (3.10) y la ley de Darcy (3.11) el balance de masa puede ser
reescrito como
S
∂p
∂t
− div(K∇p) = S
d
∂trσT
∂t
. (3.18)
Podemos observar claramente que, bajo las hipo´tesis de invariabilidad en el tiempo
del trazo de la tensio´n total actuante en el sistema (
∂trσT
∂t
= 0), la ecuacio´n
anterior es un modelo de difusio´n cla´sica desacoplada para la presio´n. Para ilustrar
la validez de esta hipo´tesis, consideramos la decomposicio´n σT como la suma de un
tensor referente a la tensio´n hidrosta´tica y una componente desviadora, referente
al cizallamiento puro
σT =
1
d
trσT I+D,
donde D es el desviador de la tensio´n efectiva (trD = 0). Derivando la ecuacio´n de
equilibrio (3.1) en relacio´n al tiempo y usando la decomposicio´n anterior, tenemos
div
(
1
d
∂tr (σT ) I
∂t
+
∂D
∂t
)
= 0.
Consideremos la formulacio´n variacional del resultado anterior, es decir, multipli-
cando por una funcio´n de prueba v en un espacio apropiado, integramos por partes
y usamos a condicio´n de frontera (3.13) para obtener
(
1
d
∂trσT
∂t
, divv
)
+
(
∂D
∂t
,E(v)
)
=
∫
Γ
∂σT
∂t
vn dΓ =
∫
Γ
∂h
∂t
v, dΓ1. (3.19)
Podemos verificar en la ecuacio´n anterior que, la ausencia de efectos transientes en
la componente distorcionalD y del cargamento externo h tenemos ∂(trσT )/∂t = 0.
Usando esta hipo´tesis en (3.18) obtenemos la ecuacio´n desacoplada para la presio´n
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de la forma
S
∂p
∂t
− div (K∇p) = 0.
La exactitud del resultado esta fuertemente asociada a las condiciones de frontera
externas, al cargamento impuesto en las rocas vecinas al reservorio productivo.
En las situaciones donde el cargamento esta uniformemente distribuido en una
subfrontera, llevando a un problema unidimensional (ex. problema de Terzaghi)
o uniforme sobre todo el frontera del reservorio, el efecto de la componente des-
viadora es despreciable [Lewis et al. (1991), Gutierrez y Lewis (2002), Mainguy y
Longuemare (2002)]. Por otro lado, en las otras situaciones la parte ∂trσT/∂t
puede no ser despreciable y su efecto debe ser analizado caso a caso, siendo fuerte-
mente influenciado por la naturaleza de las condiciones de frontera que describen
el cargmento externo impuesto sobre el reservorio.
3.2.1 Formulacio´n del modelo de´bilmente acoplado
Bajo las hipo´tesis mencionadas anteriormente podemos enunciar el problema
hidrogeomeca´nico de´bilmente acoplado como sigue:
Problema 3.2 Sea (0, T ] un intervalo de tiempo y Ω ⊂ IRd, d = 1, 2, 3 con frontera
Γ. Dados los para´metros K y S, encontrar la presio´n p : Ω× (0, T ]→ IR, tal que
S
∂p
∂t
− div(K∇p) = 0 en Ω, (3.20)
con condiciones de frontera
p = 0, sobre Γ1,
∇p · n = 0, sobre Γ2,
(3.21)
y condicio´n inicial
p = p¯, en Ω, (3.22)
donde Γ1 ∪ Γ2 = Γ y Γ1 ∩ Γ2 = ∅.
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Una vez calculada la presio´n, pueden ser calculado el desplazamiento resolviendo
el siguiente problema de elasticidad:
Problema 3.3 Dadas las constantes de Lame λ y µ y la presio´n p(x, t) solucio´n
del Problema 3.2, hallar el campo de desplazamientos u : Ω× (0, T ] → IRd, satis-
faciendo
∇(λdivu) + div[µ(∇u+∇uT)] = ∇p, en Ω. (3.23)
sujeto a las condiciones de frontera
σn = h, sobre Γ1,
u = 0, sobre Γ2.
(3.24)
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Cap´ıtulo 4
Modelaje estoca´stico de medios
poroela´sticos heteroge´neos
En el modelaje poroela´stico presentado en el cap´ıtulo anterior las ecuaciones
que gobiernan el acoplamiento hidromeca´nico son puestas en la escala de labora-
torio (metros) y los coeficientes del modelo calculados experimentalmente en esta
escala. No en tanto, en muchas aplicaciones que tiene que ver con simulaciones
de reservorios de petro´leo o acu´ıferos estos coeficientes son dados en la escala de
campo (kilo´metros). En este escenario geolo´gico, formaciones naturales (suelos y
rocas) son genuinamente heteroge´neas en la escala de campo y sus propiedades f´ısi-
cas varian de forma irregular a lo largo de distancias mayores diferente a aquellas
de la escala de laboratorio, y se suma a esto la escasez de datos experimentales
de las propiedades. Por lo tanto la teor´ıa de campos aleatorios constituye una
herramienta apropiada para caracterizar tales propiedades f´ısicas que estan sujetas
a variabilidades e incertezas.
En este cap´ıtulo presentamos los modelos estoca´sticos poroela´sticos resul-
tantes del tratamiento estad´ıstico dado a los coeficientes, asi como el metodo de
Monte Carlo utilizado en este trabajo para la ca´lculo de los momentos estad´ısticos
de las soluciones.
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4.1 Representacio´n estoca´stica de los coeficientes
Para introducir la variabilidad e incerteza en los coeficientes hidromeca´nicos,
en particular en la conductividad hidra´ulica K(x) y en el mo´dulo de Young E(x),
consideramos tales para´metros como campos aleatorios. Por otro lado, debido a la
faja reducida de valores del coeficiente de Poisson 0 ≤ ν ≤ 0.5, los efectos de la
variabilidad son despreciables cuando son comparados a los efectos de las variables
K y E [Beacher y Ingra (1981), Zeitoun y Baker (1992)]. De esta forma, en el
desenvolvimiento a seguir, el coeficiente de Poisson ν sera´ tratado deterministica-
mente.
Datos de campo justifican la utilizacio´n de la distribucio´n log-normal para
la conductividad hidra´ulica [Freeze (1975), Dagan (1989), Gelhar (1993)] y el mo´-
dulo de Young [Lumb (1966), Paice et al. (1996)]. Definimos entonces los campos
Gaussianos
Y (x) =: lnK(x), T (x) =: lnE(x), (4.1)
siendo K(x) > 0 y E(x) > 0, adoptamos la hipo´tesis de estacionaridad de segundo
orden e isotrop´ıa para Y (x) y T (x) [ver Capitulo 2], entonces las medias y las
covarianzas son dadas por
mY = cte, CY (x,y) = CY (r),
mT = cte, CT (x,y) = CT (r),
(4.2)
donde la distancia r es dada por r = |x− y|, con x, y∈ Ω.
El modelo de covarianza utilizado en este trabajo para los campos Y y T es el de
covarianza exponencial (2.24) descrito en el Cap´ıtulo 2. Adema´s de eso, conside-
ramos la hipo´tesis que los campos Y (x) y T (x) son independientes entre s´ı, esto
es, CY T (x, y) = 0.
Denotando X = {K,E} y Z = {Y, T}, considerando X campo aleatorio Gaussiano
con funcio´n de densidad de probabilidad univariada y usando (2.6)-(2.8) y (2.10)
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tenemos las siguientes relaciones:
mX(x) = exp
(
mZ + Zˆ(x)
)
= exp(mZ) exp
(
Zˆ(x)
)
=XG exp
(
σ2Z
2
)
, (4.3)
CX(x,y) =E
[
exp(Z(x) exp(Zy)
]
−mX(x)mX(y)
=X2G exp
(
σ2Z
2
)[
exp(CZ(x,y))
]
(4.4)
donde XG es la media geome´trica del campo X.
Como estamos considerando el coeficiente de Poisson ν determin´ıstico usando
las relaciones de las constantes de Lame´ (3.5) y de la comprensibilidad (3.17),
tenemos las siguientes relaciones entre los campos aleatorios: constantes de Lame´,
comprensibilidad y el mo´dulo de Young
λ(x) = c1E(x), c1 =
ν
(1 + ν)(1− 2ν) , (4.5)
µ(x) = c2E(x), c2 =
1
2(1 + ν)
, (4.6)
S(x) =
c3
E(x)
, c3 =
1
(dc1+2c2)
. (4.7)
Definiendo el campo aleatorio R como: R := lnS y tomando el logaritmo en
(4.7) tenemos las siguientes relaciones entre los momentos de los campos R y T
asociados al mo´dulo de Young y comprensibilidad respectivamente


mR = ln c3 −mT ,
CR(x,y) = −CT (x,y),
σ2R = σ
2
T ,
(4.8)
y para cualquier campo escalar X se verifica la siguiente relacio´n
CRX(x,y) = −CTX(x,y). (4.9)
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Adema´s de esto, tenemos tambie´n las relaciones entre las medias geome´tricas de
λ, µ y S con E [EG = exp(mT )]
λG = c1EG, µG = c2EG, SG =
c3
EG
. (4.10)
Una vez establecida la estructura estad´ıstica de los para´metros de entrada, formu-
lamos a continuacio´n el modelo poroela´stico estoca´stico.
4.2 Formulacio´n estoca´stica
Sea (S,F , P ) un espacio de probabilidad, donde S es el espacio muestral, F
la σ-a´lgebra y P la medida de probabilidad. Denotando I = (0, T ] un intervalo
de tiempo y Ω ⊂ IRd (d = 1, 2, 3), con frontera Γ suave y vector unitario nor-
mal externo n, un dominio macrosco´pico ocupado por un reservorio poroela´stico
heteroge´neo. Tenemos entonces el siguiente problema:
Problema 4.1 Sean {ω,x, t} ∈ S×Ω×I un evento ba´sico, la posicio´n espacial y el
tiempo del proceso estoca´stico respectivamente. Dadas as estructuras estad´ısticas
de las variables aleatorias con distribucio´n log-normal K(x, ω) y E(x, ω), hallar los
momentos estad´ısticos de los campos aleatorios de desplazamiento u(x, t, ω), pre-
sio´n del poro p (x, t, ω), tensio´n efectiva σ(x, t, ω), y velocidade de Darcy q(x, t, ω)
satisfaciendo
divσ −∇p = 0,
div
∂u
∂t
+ divq = 0,
q = −K∇p,
σ = λtrE(u)I+ 2µE(u),


en Ω× S, t ∈ [0, T ], (4.11)
sujeto a las condiciones de frontera
p = 0, σn = h, sobre Γ1 × S,
u = 0, q·n = 0, sobre Γ2 × S,
(4.12)
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y condicio´n inicial
divu = 0, en Ω× S, t = 0, (4.13)
donde la cargaimpuesta h es considerada como una funcio´n determin´ıstica.
De forma ana´loga podemos enunciar a formulac¸a˜o estoca´stica do problema
fracamente acoplado da forma:
Problema 4.2 Sean {ω,x, t} ∈ S × Ω × I un evento ba´sico, la posicio´n espacial
y el tiempo de un proceso estoca´stico, respectivamente. Dadas las estructuras
estad´ısticas con funcio´n de distribuicio´n log-normal deK(x, ω) y E(x, ω), encontrar
los momentos estad´ısticos del campo de presio´n de poro p (x, t, ω) satisfaciendo
S
∂p
∂t
+ div(q) = 0, en Ω× S, t ∈ [0, T ], (4.14)
sujeto a las condiciones de frontera e inicial
p = p0, sobre Γ1 × S,
∇p · n = 0, sobre Γ2 × S,
(4.15)
p = 0, en Ω× S, t = 0, (4.16)
donde p0 es considerada una funcio´n determin´ıstica y S es dada por la relacio´n
(4.7).
Una vez computados los momentos de la presio´n, el esquema de post proce-
samiento de los momentos del campo de desplazamiento es dado por el siguiente
problema:
Problema 4.3 Dados los momentos del campo aleatorio p(x, t, ω), solucio´n del
Problema 4.2, la estrutura estad´ıstica con funcio´n de distribucio´n log-normal de
E(x, ω), hallar los momentos del campo de desplazamiento u(x, t, ω), tal que
div
[
µ(∇u+∇uT)]+∇(λdivu) = ∇p, en Ω× S, (4.17)
sujeto a las condiciones de contorno
σn = h, sobre Γ1 × S,
u = 0, sobre Γ2 × S.
(4.18)
siendo h determin´ıstico, λ y µ dados por las relaciones (4.5) y (4.6).
Al tratar los para´metros de entrada del modelo poroela´stico como campos
aleatorios, las ecuaciones poroela´sticas se convierten en estoca´sticas con soluciones
dadas por funciones aleatorias dependientes de (x, t, ω). El problema fundamental
consiste en: dada una distribucio´n de probabilidades para los coeficientes, en-
contrar procedimentos para computar las distribuciones de probabilidad de las
variables poroela´sticas (presio´n, desplazamientos). De forma general, tal nivel
de informacio´n es muy sofisticada y costosa computacionalmente. En la pra´ctica
computar los dos primeros momentos estad´ısticos, los cuales nos dan informaciones
sobre la media y la varianza, ya es suficiente para las aplicaciones que deseamos
[Gelhar (1993), Zhang (2002), Christakos (2005)].
A continuacio´n presentamos el me´todo de Monte Carlo, me´todo tradicional
para calcular los momentos estad´ısticos de las soluciones del modelo.
4.3 Me´todo de Monte Carlo
El me´todo de Monte Carlo es una te´cnica tradicional de simulacio´n nume´rica
directa y ampliamente usada para calcular los momentos estad´ısticos de las varia-
bles dependientes. En muchos casos, las soluciones nume´ricas obtenidas por este
me´todo son tratadas como soluciones exactas para probar la precisio´n de otros
me´todos [Dagan (1989), Zhang (2002)].
El procedimiento de implementacio´n del me´todo es dividido en tres etapas:
La primera consiste en la generacio´n de un conjunto de M realizaciones de los coe-
ficientes de entrada del modelo, en nuestro caso la conductividad hidra´ulica K y el
mo´dulo de Young E. En seguida las ecuaciones determin´ısticas del modelo son re-
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sueltas nume´ricamente para cada realizacio´n k generando un conjunto de posibles
soluciones del problema (presio´n, desplazamientos, tensio´n y velocidad). Final-
mente, despue´s de la obtencio´n del conjunto de soluciones gk = {pk, qk,uk, σk, }
del problema indexadas para cada realizacio´n k = 1, 2, 3, . . .M , los dos primeros
momentos estad´ısticos, me´dia mMg , covarianza C
M
g y varianza σ
2
g,M asociadas a las
M realizaciones, son calculados nume´ricamente de la siguiente forma:
mMg (x) =
1
M
M∑
k=1
gk(x), (4.19)
CMg (x,y) =
1
M
M∑
k=1
(
gk(x)gk(y)−mMg (x)mMg (y)
)
, (4.20)
σ2g,M(x) =
1
M
M∑
k=1
(
[gk(x)]
2 − [mMg (x)]2
)
. (4.21)
Bajo la hipo´tesis de convergencia estad´ıstica, cuando M →∞, los momentos com-
putados nume´ricamente convergen para los momentos de la solucio´n del problema
continuo.
Para el co´mputo de M adoptamos el criterio de la convergencia de Cauchy,
evaluando el error relativo Er para dos realizaciones sucesivas. Por ejemplo, para
la media tenemos
Er(mMg ) =
||mMg −mM−1g ||
||mMg ||
, (4.22)
donde || · || es la norma del ma´ximo. Entonces para una tolerancia prescrita ǫ el
criterio de convergencia es dado por:
|Er(mM+1g )− Er(mMg )| < ǫ. (4.23)
De forma ana´loga, definimos los criterios de convergencia para la varianza y la
covarianza.
Una grande vantaja del me´todo de Monte Carlo es su simplicidad y robustez
[Dagan (2002)]. Los momentos de orden ma´s alto de la solucio´n tambie´n pueden
ser calculados numericamente. Adema´s de esto, al contrario de los me´todos per-
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turbativos la exactitud del me´todo de Monte Carlo no esta limitado a pequen˜as
fluctuaciones de los coeficientes, y puede ser aplicado a medios altamente heteroge´-
neos. Su limitacio´n reside en el elevado costo computacional, siendo necesario en
algunos casos un gran nu´mero de realizaciones para obtener convergencia estad´ıs-
tica [Dagan (1989), Zhang (2002)].
4.3.1 Generacio´n de los campos aleatorios
La calidad de la generacio´n de los campos aleatorios asociados a los para´-
metros f´ısicos de entrada del modelo matema´tico poseen un papel decisivo en la
precisio´n del me´todo de Monte Carlo. El objetivo de las diversas te´cnicas de ge-
neracio´n de los campos aleatorios propuestos en la literatura de medios porosos,
es la construccio´n de mapas geolo´gicos que reflejen de forma precisa la estructura
estad´ıstica postulada para los coeficientes. Entre los me´todos ma´s utilizados pode-
mos destacar: Me´todo de bandas rotativas (Turning bands) [Mantoglou y Wilson
(1982)], Me´todo espectral [Christakos (2005)], Me´todo de decomposicio´n LU de la
matriz de covarianzas [Harter (1994), Zhang (2002), Christakos (2005)].
En este trabajo adoptamos el me´todo de decomposicio´n de matrices LU, el
cual, segu´n Christakos (2005) es el que exhibe mejor calidad para campos aleato´rios
Gaussianos. La aplicacio´n de esta te´cnica consiste basicamente en tres pasos:
En el primer paso tenemos que, dado un modelo de covarianza CX(xi,xj) con
(i, j = 1, 2, . . . ,m), calculamos la correspondiente matriz de covarianzas discreta
de dimensio´n m×m
CMX =


CX(x1,x1) . . .CX(x1,xm)
CX(x2,x1) . . .CX(x2,xm)
...
...
CX(xm,x1) . . .CX(xm,xm)


,
siendo CMX una matriz sime´trica y positiva definida. El segundo paso consiste en
la decomposicio´n en matrices triangulares, superior L e inferior U (Decomposicio´n
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de Cholesky), de la forma
CMX = LU,
donde U = LT. Finalmente, un campo correlacionado X, de media cero y cova-
rianza CMX es obtenido tomando el producto de la matriz triangular superior con
un vector V de m variables aleatorias Gaussianas independientes de media cero y
varianza unitaria.
X = LV,
donde XT = [X(x1), . . . , X(xm)]. De hecho la covarianza de X es dada por〈
XXT
〉
= LVVTU = LIU = CMX . Como X posee media nula, un campo aleatorio
Y (YT = [Y (x1), . . . , Y (xm)]), con media E[Y (x)] 6= 0 puede ser generado usando
la relacio´n
Y = LV +M,
donde MT = E[Y (x1), . . . , Y (xm)].
La limitacio´n de este me´todo esta´ en que requiere mucha memoria para
almacenar la matriz de covarianzas [Zhang (2002)].
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Cap´ıtulo 5
Discretizacio´n del modelo poroela´stico
En este cap´ıtulo presentamos la formulacio´n variacional y la aproximacio´n
por elementos finitos de las ecuaciones determin´ısticas de cada modelo poroela´stico
para cada realizacio´n en el contexto del me´todo de Monte Carlo.
5.1 Notacio´n adoptada para el me´todo de Monte Carlo
Antes de presentar las formulaciones variacionales de las ecuaciones discuti-
mos la notacio´n utilizada para el me´todo de Monte Carlo.
Considerando la subdivisio´n del dominio Ω en Nb bloques Ωb (b = 1, 2, . . . , Nb),
dadas las medias y covarianzas estad´ısticas del log, de la conductividad hidra´ulica
K y del mo´dulo de Young E, son generados M realizaciones con distribucio´n de
probabilidad Kk(Ωb) y Ek(Ωb) (k = 1, 2, . . . ,M , b = 12, . . . , Nb), donde el taman˜o
del bloque es escogido en la misma orden que la escala de heterogeneidad de tal
forma que asumiremos Kk y Ek constantes en cada bloque Ωb del dominio. Usando
las relaciones (4.5)-(4.7) podemos generar para cada realizacio´n en cada bloque los
dema´s para´metros: la compresibilidad Sk y las constantes de Lame´ λk y µk. De esta
forma, para cada realizacio´n k = 1, . . . ,M , obtenemos problemas determin´ısticos
para cada modelo.
As´ı, el modelo de´bilmente acoplado colocado en te´rminos de pk k = 1, . . . ,M ,
es dado por:
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Problema MCp: Dados Kk y Sk, k = 1, . . . ,M , encontrar los momentos de
pk : Ω× (0, T ]→ IR para cada k, tal que
Sk
∂pk
∂t
− div(Kk∇pk) = 0, (5.1)
con condiciones de contorno e inicial
pk = 0, sobre Γ1,
∇pk · n = 0, sobre Γ2,
pk = pD, en Ω, en t = 0.
(5.2)
De la misma forma, para cada realizacio´n k = 1, . . . ,M , tenemos el problema
determin´ıstico del modelo totalmente acoplado en te´rminos del par {uk, pk}, de la
forma:
Problema MCup: Dados Kk, λk e µk, para cada k = 1, . . . ,M , encontrar
uk : Ω× (0, T ]→ IRd y pk : Ω× (0, T ]→ IR, tal que satisfacen
∇(λkdivuk) + div
[
µk(∇uk +∇uTk )
]−∇pk = 0,
div
∂uk
∂t
− div(Kk∇pk) = 0,
(5.3)
con condiciones de contorno e inicial
pk = 0, σkn = h, sobre Γ1,
uk = 0, qk · n = 0, sobre Γ2
divuk = 0, en Ω, t = 0.
(5.4)
Despues de la construcio´n del conjunto de soluciones {pk} y {uk, pk}
k = 1, . . . ,M en cada formulacio´n, los momentos estad´ısticos de las inco´gnitas son
calculados numericamente usando (4.19)-(4.21).
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5.2 Formulacio´n variacional
Para presentar la formulacio´n de´bil de las ecuaciones presentadas en la sec-
cio´n anterior introducimos la notacio´n usual. Sea L2(Ω) el espacio de funciones
escalares cuadrado integrables unido al producto interno y norma inducida:
(f, g) ≡
∫
Ω
fgdΩ, ||f || = (f, f)1/2, ∀f, g ∈ L2(Ω), (5.5)
Sea H1(Ω) el espacio de Hilbert
H1(Ω) ≡ {f ∈ L2(Ω),∇f ∈ L2(Ω)}. (5.6)
con produto interno y norma inducida
(f, g)
1
≡ (f, g) + (∇f,∇g) ||f ||1 = (f, f)1/21 , ∀f, g ∈ H1(Ω). (5.7)
Para la condicio´n de frontera (5.2) y (5.4), tomadas en este trabajo, introducimos
los espacios U y V
U =
{
w ∈ [H1(Ω)]d , w = 0, sobre Γ2
}
, con d = 1, 2, 3 (5.8)
V =
{
v ∈ H1(Ω), v = 0, sobre Γ1
}
. (5.9)
Multiplicando (5.1) por una funcio´n v ∈ V, integrando por partes y usando las
condiciones de contorno obtemos la formulacio´n variacional del problema de´bilm-
nente acoplado (5.1) indexadas para cada realizacio´n:
Problema MCpV: Dados Kk, Sk y pD, para cada t ∈ (0, T ] y k = 1, . . . ,M ,
encontrar pk(t) ∈ V, tal que
(
Sk
∂pk(t)
∂t
, v
)
+ (Kk∇pk(t),∇v) = 0, ∀v ∈ V,
(pk(0), v) = (pD, v), ∀v ∈ L2(Ω),
(5.10)
37
De forma ana´loga, para obtener la formulacio´n variacional del problema total-
mente acoplado, multiplicamos (5.3) por (w, v) ∈ U× V , integramos por partes y
utilizamos las condiciones de contorno (5.4), obteniedo desta forma los siguientes
problemas
Problema MCupV: Dados Kk, λk, µk y h, para cada t ∈ (0, T ] y k = 1, ...,M ,
hallar el par {uk(t), pk(t)} ∈ U× V tal que:


(λkdivuk, divw) + (2µkE(uk),E(w))− (pk, divw) = f(w), ∀w ∈ U,(
div
∂uk
∂t
, v
)
+ (Kk∇pk,∇v) = 0, ∀v ∈ V,
(5.11)
con
f(w) =
∫
Γ1
h ·w dΓ,
y los datos iniciales uk(0) e pk(0) satisfacen el problema de punto de silla:
Hallar {uk(0), pk(0)} ∈ U× L2(Ω), tal que


(2µkE(uk(0)),E(w))− (pk(0), divw) = f(w), ∀w ∈ U,
(divuk(0), v) = 0, ∀v ∈ L2(Ω).
(5.12)
LA Existencia y unicidad de la solucio´n de la formulacio´n de´bil de (5.10) - (5.12)
fueron discutidas por Zenisek (1984).
5.3 Aproximacio´n por elementos finitos
Consideramos ahora la discretizacio´n de los problemas variacionales por el
me´todo de Galerkin.
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5.3.1 Formulacio´n semidiscreta
Consideramos Ω un dominio poligonal discretizado por una malla de Ne
elementos, tales que
Ω¯ =
Ne⋃
e=1
Ω¯e com
Ne⋂
e=1
Ω¯e = ∅ (5.13)
donde Ωe denota el interior de un elemento y Ω¯e su cerradura. El para´metro de
malla es dado por h = maxhe, 1 ≤ e ≤ Ne, con he = dia´metro de Ωe.
Sea Sl0h (Ω) ⊂ H1(Ω) espacio de funciones polinomiales de elementos finitos de clase
C0 de grado l0. Definimos los subespacios de elementos finitos de V y U, como
Vh = S
l0
h ∩ V,
En el contexto del me´todo de Monte Carlo, para cada realizacio´n k las aprox-
imaciones de Galerkin de las formulaciones variacionales de los modelos poroela´s-
ticos (5.10) y (5.11), son dados por:
Problema MCph: Para t ∈ (0, T ] y k = 1, 2, . . .M , encontrar pkh(t) ∈ Vh,
tal que
Skh
(
∂pkh(t)
∂t
, vh
)
+ (Kkh∇pkh(t),∇vh) = 0,
(phk(0), vh) = (pD, vh),
∀vh ∈ Vh.
Problema MCuph: Para t ∈ (0, T ] y k = 1, 2, . . .M , hallar el par
{ukh(t), pkh(t)} ∈ Uh × Vh tal que:
(λkhdivukh, divwh) + (2µkhE(ukh),E(wh))
−(pkh, divwh) = f(wh), ∀wh ∈ Uh,
(divukh, vh) + (Kkh∇pkh,∇vh) = 0, ∀ vh ∈ Vh,
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con uh(0) e uh(0) satisfaciendo
(2µkhE(ukh),E(wh))− (pkh, divwh) = f(wh), ∀wh ∈ Uh,
(
∂
∂t
divuh(0), vh) = 0, ∀vh ∈ Vh,
donde Xkh, denota la proyecio´n de Xk (Xk ∈ {Kk, Sk, λk, µk}) en el espacio
P 0h (Ω
e)) de funciones constantes por partes sobre cada bloque geolo´gico
Ωe con (e = 1, . . . , Ne).
5.3.2 Formulacio´n completamente discreta
Consideramos ahora las aproximaciones en el espacio y tiempo del problema
(5.1). Sea ∆t el intervalo de tiempo y sea Pm la aproximacio´n de P(t) en el
instante tm = m∆t, (m ≥ 1). El esquema de Euler impl´ıcito aproxima la derivada
temporal de la forma
∂Pm
∂t
≈ P
m − Pm−1
∆t
(5.14)
La formulacio´n completamente discretas de los problemas determin´ısticos
para cada realizacio´n en el contexto del me´todo de Monte Carlo son dados por:
Problema MCpV mh : Para cada t = tm = m∆t (m ≥ 1) y k = 1, . . . ,M hallar
pmkh ∈ Vh, tal que
(Skhp
m
kh, vh) + ∆t(Kkh∇pmkh,∇vh) =(Skhpm−1kh , vh),
(p0kh, vh) =(pD, vh),
∀vh ∈ Vh.
Problema MCupV mh : Para cada t = tm = m∆t (m ≥ 1) y k = 1, . . . ,M
encontrar al par {umkh, pmkh} ∈ Uh × Vh, tal que:
(λkhdivu
m
kh, divwh) + (2µkhE(u
m
kh),E(wh))− (pmkh, divwh) = f(wh) ∀wh ∈ Uh
(divumkh, vh) + ∆t(Kkh∇pmkh,∇vh) = (divum−1kh , vh) ∀vh ∈ Vh,
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con u0kh y p
0
kh satisfaciendo
(2µkhE(u
0
kh),E(wh))− (p0kh, divwh) = f(wh), ∀wh ∈ Uh,
(divu0kh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh.
Despue´s del ca´lculo de los campos potenciales {Unh,Pnh}, la velocidad y las
tensiones efectivas pueden ser calculadas por un esquema de post procesamiento,
considerando las formas discretas de la ley de Darcy y de la ley de Hooke.
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Cap´ıtulo 6
Simulaciones Nume´ricas
En este cap´ıtulo presentamos las simulaciones nume´ricas del modelo discreto,
tratado en un problema de extracio´n primaria de aceite en reservorios de petro´leo,
donde la produccio´n del insumo, se debe, exclusivamente a la diferencia de presio´n
entre el pozo recien abierto y el fluido inicialmente confinado y sometido a alta
presio´n debido al peso de las camadas geolo´gicas superiores este tipo de extraccio´n
dura en media aproximadamente 2 meses.
Primero verificamos la calidad de los campos (realizaciones) generados por
el me´todo de descomposicio´n LU, para utilizarlos en las simulaciones de Monte
Carlo. En seguida, ilustramos numericamente los resultados obtenidos.
La geometr´ıa del reservorio es ilustrada en la Figura 6.1. Denotando por
{x, y} las coordenadas rectangulares bidimensionales, el problema consiste en un
reservorio productivo, delimitado por una pared r´ıgida impermeable en la base
(y = 0), sujeto a una carga debido al peso de las formaciones geolo´gicas situadas
encima de e´l (y = H). En la frontera superior que tiene carga, es introducido un
pozo horizontal que conecta la poro presio´n con la presio´n atmo´sferica (p0). Las
fronteras laterales son consideradas impermeables sin tensiones de cisallamiento.
Denotando las componentes cartesianas del desplazamiento y de los esfuerzos
efectivos como u = (u, v) y σ = {σx, σy, τxy}, denotando hy la densidad de la carga
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en la direccio´n y, las condiciones de contorno son dadas por
σy = hy, p = 0, en 0 ≤ x ≤ L y = H,
u = 0, K
∂p
∂x
= 0, en x = 0, x = L, 0 ≤ y ≤ H,
u = v = 0, K
∂p
∂y
= 0, en y = 0 0 ≤ x ≤ L.
(6.1)
y la condicio´n inicial
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0, en [0, L]× [0, H], t = 0. (6.2)
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Figure 6.1: Ejemplo utilizado para validar la teor´ıa bidimensional
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Los valores adpotados para las propiedades del reservorio son presentados en
la siguiente Tabla
Media Geome´trica del mo´dulo de Young EG=17600 MPa
Coeficiente de Poisson ν = 0.1
Media Geome´trica de la compresibilidad SG = 5.13× 10−5/MPa
Media Geome´trica de la conductividad hidra´ulica KG = 0.0484m
2/ MPa d´ıas
Faja de variacio´n de la heterogeneidad σ2 ∈ [0.04, 4]
Faja de longitud de la correlacio´n λY ∈ [1, 15m]
Carga aplicada hy = 50Mpa
Dimensiones del dominio utilizado L×H=30m× 90m
6.1 Generacio´n de los campos aleatorios
Como mencionamos anteriormente, en este trabajo utilizamos el me´todo de
decomposicio´n LU para la generacio´n de los campos aleatorios correspondientes a
los para´metros envueltos en el modelaje estoca´stico. En este sentido, admitimos
la estacionariedad de segundo orden de los campos de tal forma que la matriz de
covarianzas dependa solamente de la distancia entre los puntos donde la variable
aleatoria es definida. Siendo as´ı, subdividimos el dominio geolo´gico en Nb bloques,
que denotaremos como Ωb y respectivos centros xb, con b = 1, 2, . . . , Nb, resaltamos
que los campos aleatorios asi generados son constantes en cada elemento Ωb de la
malla geolo´gica. De esta forma, la matriz de covarianzas de orden Nb × Nb es
construida en relacio´n a la distancia entre los centros de los bloques y sigue una
ley de decaimiento exponencial.
El para´metro envuelto en la tasa de decaimiento en la funcio´n de covarianza
exponencial, esta´ asociado a la“longitud de correlacio´n”, que representa f´ısicamente
la distancia sobre el cual las correlaciones prevalecen. De esta forma, un reservorio
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que presenta baja variabilidad en sus propiedades meca´nicas corresponde a la longi-
tud de correlacio´n alta y en general son representados por una funcio´n de covarianza
exponencial. En la Figura 6.2 presentamos una realizacio´n de un campo aleatorio
de la conductividad hidra´ulica gobernado por una ley de covarianza exponencial
en la cual observamos regiones bien definidas de valores del campo gaussiano.
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Figure 6.2: Una realizacio´n del campo Gaussiano Y = lnK con mY = −3.028,
exponencial σY = 1 y λY = 10
6.2 Efecto de la variabilidad de K y E
Las figuras siguientes ilustran el efecto de la variabilidad de la conductivi-
dad hidra´ulica Y = lnK y del mo´dulo de Young T = lnE sobre los campos de
presio´n, velocidad de Darcy, desplazamiento y esfuerzo efectivo. Las simulaciones
presentadas son el resultado de considerar realizaciones con covarianza exponen-
cial. Los campos Y y T tienen varianza σ2Y = σ
2
T = 1 y longitud de correlacio´n
λT = λY = L/5.
La Figura 6.3 muestra los campos de la presio´n y de la segunda componente
de la velocidad de Darcy en el inicio del proceso de producio´n para t = 2 dias.
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Figure 6.3: Campos de la presio´n (normalizada por la carga vertical) y de la
segunda componente de la velocidad para t=2 d´ıas
Podemos observar que, en los instantes iniciales los campos presentan una regio´n de
fuerte perturbacio´n junto al pozo (capa limite), donde la condicio´n de contorno de
Dirichlet es impuesta y comienza el movimiento del fluido. Podemos observar tam-
bie´n que la heterogeneidad del medio poroso da origen a la formacio´n de caminos
preferenciales para el flujo, haciendo que la velocidad presente valores acentuados
en ciertas regiones del dominio. La presencia de estos caminos preferenciales tiene
influencia significativa en las tasas de producio´n del insumo, anticipando la llegada
del fluido al pozo de producio´n en relacio´n al caso homoge´neo.
La Figura 6.4 muestra los campos, de presio´n y de la segunda componente de
la velocidad de Darcy cuando t = 36 dias. Podemos notar el avance de los caminos
preferenciales y una gradual disipacio´n del campo de presio´n, t´ıpico del proceso de
consolidacio´n.
Las Figuras 6.5 y 6.6 muestran los campos de las componentes vertical del
desplazamiento uy y normal del esfuerzo efectivo σy, en el inicio de la producio´n
t = 2 dias y para el tiempo t = 36 respectivamente. Tal como podemos observar
el desplazamiento vertical del so´lido es mucho ma´s acentuado en la vecindad del
pozo, donde muestra una fuerte perturbacio´n (capa l´ımite) y se anula pro´ximo a
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Figure 6.4: Campos de la presio´n (normalizada por la carga vertical) y de la
segunda componente de la velocidad para t=36 d´ıas
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Figure 6.5: Campos del desplazamiento vertical y de la tensio´n normal para t = 2
d´ıas
la base r´ıgida [Figura 6.5]. El esfuerzo efectivo normal exhibe comportamiento
semejante con fuertes gradientes junto al pozo. A medida que el tiempo pasa,
ocurre un proceso de regularizacio´n en el campo de desplazamiento y el incremento
del esfuerzo efectivo es propagado a lo largo del dominio [Figura 6.6].
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Figure 6.6: Campos del desplazamiento vertical y de la tensio´n normal para t = 36
d´ıas
6.3 Estudio nume´rico de la convergencia estad´ıstica
Para ilustrar nume´ricamente la convergencia estad´ıstica del me´todo de Monte
Carlo graficamos la evolucio´n del error relativo de la media y varianza de la presio´n
como funcio´n del nu´mero de realizaciones. Para una tolerancia prescrita ǫ el criterio
de convergencia es dado por: |Er(mM+1p ) − Er(mMp )| < ǫ, donde el error relativo
es dado por
Er(mMp ) :=
||mMp −mM−1p ||
||mMp ||
, (6.3)
con ||.|| designando la norma del ma´ximo.
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
0
5
10
15
20 x 10
−4
Numero de Realizaciones 
(d)  
(a) t=2 dias
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
0
5
10
15
20 x 10
−4
Numero de Realizaciones 
(b) t=68 dias
Figure 6.7: Convergencia estad´ıstica del primer momento de la presio´n
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Figure 6.8: Convergencia estad´ıstica del segundo momento de la presio´n.
Las Figuras 6.7 - 6.8, ilustran la convergencia estad´ıstica del primer y segundo
momento de la presio´n en el punto (x, y) = (L/2, H/2) para dos tiempos. Tal como
lo esperado, despue´s de un cierto nu´mero de realizaciones (8000), el error relativo
de los momentos converge para cero. Podemos observar que cuando el tiempo es
mayor es necesario un mayor nu´mero de relizaciones para alcanzar la convergencia
estad´ıstica. Tal evidencia se debe al hecho que la solucio´n para la realizacio´n
k = 1, ..,M en el tiempo tn hereda la aproximacio´n de los tiempos anteriores
via esquema de Euler regresivo. Notamos tambie´n que el segundo momento de
la presio´n demanda mayor nu´mero de realizaciones para conseguir convergencia
estad´ıstica.
6.4 Comparacio´n entre los dos modelos de poroelasti-
cidad
A continuacio´n en los siguientes gra´ficos mostramos a trave´s de compara-
ciones del primer momento (media) de las variables poroela´sticas (presio´n, de-
splazamiento, velocidad y tensio´n) las diferencias entre los modelos totalmente y
de´bilmente acoplados que aparecen cuando consideramos variabilidad en los para´-
metros (conductividad hidra´ulica y mo´dulo de Young). Para obtener el primer
momento de estas variables se realizaron 10 000 realizaciones asegurando de esta
forma la convergencia estadist´ıca.
49
(a) Presio´n, medio homoge´neo
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(b) Presio´n, E determin´ıstico y K aleatorio
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Figure 6.9: Comparacio´n de los perfiles de la media de la presio´n (normalizada)
obtenidos por los dos modelos para tres tiempos
Las Figuras 6.9 y 6.10 muestran la evolucio´n de los perfiles del primer mo-
mento (media) de la presio´n para varios grados de heterogeinidad obtenidos por
las dos formulaciones. Tal como se esperaba los perfiles coinciden cuando el medio
es homoge´neo [Figura 6.9(a)]. Cuando consideramos la condutividad hidra´ulica
K aleatoria, las soluciones de ambos modelos au´n se muestran pro´ximos [Figura
6.9(b)], esto debido a que el modelo de´bilmente acoplado influye en el recorrido del
fluido asi como el modelo toalmente acoplado. Sin embargo, cuando incorporamos
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(a) Presio´n, E y K aleatorios, heterogeneidad baja
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(b) Presio´n, E y K aleatorios, heterogeneidad alta
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Figure 6.10: Comparacio´n entre los perfiles de la media de la presio´n (normalizada)
obtenidos por los dos modelos para dos tiempos
tambie´n variabilidad al mo´dulo de elasticidad E, los modelos de´bilmente y total-
mente acoplados no dan resultados pro´ximos, aumentando la diferencia entre ellos
cuando la variabilidad de E aumenta. En la Figura 6.10 mostramos los perfiles
de la presio´n para algunos valores de la varianza de E. A pesar de que la com-
presibilidad del modelo de´bilmente acoplado fue tratada como parame´tro aleatorio
(para´metro obtenido a partir de E), tal hecho encubre las informaciones prove-
nientes de los efectos de la componente desviadora sobre la porosidade produciendo
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resultados nada pro´ximos. Podemos observar que, debido a que no incluimos la
tensio´n desviadora, el modelo de´bilmente acoplado tiende a retardar el proceso de
compactacio´n.
(a) Velocidad de Darcy, medio homoge´neo
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Figure 6.11: Comparacio´n entre los perfiles de la velocidad de Darcy en la direccio´n
”y” obtenidos por los dos modelos para tres tiempos
Las Figuras 6.11 y 6.12 muestran la comparacio´n entre ambos modelos, para
los perfiles de la media de la velocidad en la direcio´n y. Al igual que en la presio´n
observamos tambie´n la proximidad entre los modelos cuando el medio es homoge´neo
[Figura 6.11(a)] y esta proximidad se mantiene cuando solamente K es considerado
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(a) Velocidad de Darcy, E y K aleatorios, heterogeneidad baja
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(b) Velocidad de Darcy, E y K aleatorios, heterogeneidad alta
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Figure 6.12: Comparacio´n entre los perfiles de la velocidad de Darcy en la direccio´n
vertical obtenidos por los dos modelos para dos tiempos
aleatorio[Figura 6.11(b)]. Nuevamente, cuando consideramos aleatoriedad en los
para´metros ela´sticos, los resultados obtenidos por ambos modelos divergen entre
si, distanciandose cada vez ma´s cuando la variabilidad de los para´metros ela´sticos
aumenta [Figura 6.12]. Se observa que el modelo de´bilmente acoplado superestima
la velocidad del fluido debido a que retarda la compactacio´n.
Las Figuras 6.13 y 6.14 muestran la comparacio´n entre los perfiles de la media
del desplazamiento vertical obtenidos por las dos formulaciones. Nuevamente para
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(a) Desplazamiento vertical, medio homoge´neo
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(b) Desplazamiento vertical, E determin´ıstico y K aleatorio
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Figure 6.13: Comparacio´n entre los perfiles de la media del desplazamiento vertical
del so´lido obtenidos por ambos modelos para tres tiempos
medios homoge´neos [Figura 6.13(a)] los perfiles se encuentran pro´ximos, cuan-
do K es considerado aleatorio [Figuras 6.13(b)] los perfiles siguen manteniendo
esa proximidad sin exhibir disparidad significativa entre ellos de forma que pueda
comprometer la confiabilidad de las simulaciones nume´ricas. Para medios hete-
roge´neos con K y E aleatorios, notamos que, debido a la incorporacio´n de las
tensiones de cizallamiento sobre la compactacio´n de la matriz porosa la media del
desplazamiento obtenido por el modelo totalmente acoplado esta´ siempre al frente
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del perfil obtenido por el modelo de´bilmente acoplado [Figura 6.14].
(a) Desplazamiento vertical E y K aleatorios, heterogeneidad baja
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(b) Desplazamiento vertical E y K aleatorios, heterogeneidad alta
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Figure 6.14: Comparacio´n entre los perfiles de las medias del desplazamiento ver-
tical del so´lido entre los dos modelos para dos tiempos
Las Figuras 6.15 y 6.16 muestran la comparacio´n entre los perfiles de la com-
ponente normal de la media de la tensio´n efectiva < σT > obtenidos por los mode-
los de poroelasticidad para dos niveles diferentes de heterogeneidad. De la misma
forma que en los casos anteriores, cuando el medio es homoge´neo o cuando sola-
mente la conductividad hidra´ulica es considerada aleatoria, no se observa diferencia
entre los perfiles de la tensio´n efectiva. Cuando K y E son considerados aleato-
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rios, hay una notable diferencia, pues al despreciar los efectos distorcionales de la
matriz sobre la porosidad en el modelo de´bilmente acoplado obtemos un atraso
en la evolucio´n de la tensio´n cuando comparamos con el modelo completamente
acoplado.
(a) Componente vertical de la tensio´n efectiva, medio homoge´neo
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(b) Componente vertical de la tensio´n efectiva, E determin´ıstico y K
aleatorio
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Figure 6.15: Comparacio´n entre los perfiles de la media de la tensio´n efectiva
vertical obtenidos por ambos modelos para tres tiempos, a) medio homege´neo b)
medio heteroge´neo
Finalmente, mostramos la comparacio´n entre los perfiles del caudal de petro´leo
en el pozo de produccio´n. En el inicio del proceso, el caudal es afectado por la
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(a) Componente vertical de la tensio´n efectiva, E y K aleatorios
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(b) Componente vertical de la tensio´n efectiva, E y K aleatorios
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Figure 6.16: Comparacio´n entre los perfiles de la media de la tensio´n efectiva
vertical del so´lido obtenidos por los dos modelos para dos tiempos
capa l´ımite de la velocidad junto al pozo ocurriendo un pico de produccio´n [ Figura
6.17] seguido de una caida ra´pida y a medida que el tiempo transcurre la producio´n
primaria tiende para cero.
Podemos observar que en medios homoge´neos no hay diferencia entre las
curvas de produccio´n. La diferencia entre las curvas de produccio´n aparece cuando
el mo´dulo de Young es aleatorio [Figura 6.17]. Notamos que a medida que la
varianza de este para´metro aumenta el atraso del modelo de´bilmente acoplado
que no incorpora los efectos desviadores retardan la captura de la compactacio´n
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generando curvas de produccio´n que sobre estima el caudal del petro´leo.
(a) Curvas de Produccio´n, Medio homoge´neo
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(b) Curvas de Produccio´n, heterogeneidad baja
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(c) Curvas de Produccio´n, heterogeneidad alta,
10 20 30 40 50 60
0
1
2
3
4
5
6
7
dias
ca
ud
al (m
3 /d
)
σY=1, σT=1, λT=λY=6
 
 
Hom.
Tot. Acoplado
Deb. Acoplado
Figure 6.17: Comparacio´n entre las curvas medias de produccio´n obtenidas por los
modelos de´bilmente y totalmente acoplados
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Cap´ıtulo 7
Conclusiones
En este trabajo consideramos formaciones geolo´gicas heteroge´neas, y reali-
zamos el modelaje estoca´stico del problema de poroelasticidad (describe el movimiento
del fluido a trave´s de un medio poroso y las deformaciones de la matriz porosa)
considerando variabilidad e incertidumbre en los para´metros de entrada tales como
la condutividad hidra´ulica y el mo´dulo de Young. Consideramos dos modelos
poroela´stiscos, el totalmente acoplado (que considera ambos parametros) y el de´-
bilmente acoplado (so´lo considera la conductividad hidra´ulica) , y estudiamos su
desempen˜o asi como la proximidad de sus soluciones.
Particularmente consideramos un problema proveniente de la explotacio´n
primaria de petro´leo, donde la carga impuesta en la frontera superior esta uni-
formemente distribuida y donde estos dos modelos dan resultados muy pro´ximos
cuando el medio poroso es considerado homoge´neo. Los resultados fueron ilustra-
dos con simulaciones nume´ricas usando me´todos de elementos finitos juntamente
con el algoritmo de Monte Carlo.
Observamos que, cuando solamente consideramos a la conductividad hidra´u-
lica como para´metro aleatorio con cualquier grado de variabilidad, las soluciones
de ambos modelos siguen siendo pro´ximos. Sin embargo, cuando incorporamos
variabilidad en el mo´dulo de Young los resultados de ambos modelos comienzan a
diferir y a medida que la variabilidad del mo´dulo de Young aumenta, la precisio´n
del modelo de´bilmente acoplado se deteriora.
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En consecuencia, en el caso de formaciones geolo´gicas heterge´neas con alta
variabilidad de las constantes ela´sticas (mo´dulo de Young), el modelo de´bilmente
acoplado presenta resultados pobres en los problemas de poroelasticidad y a pesar
de ser costoso se hace necesario el uso del modelo totalmente acoplado para resolver
dicho problema.
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